Olimpiada matematica 22 ESO

Arbol pitagdrico

Durante su primer afio de vida, el arbol pitagorico solo crece por su tronco, que es un
cuadrado. Durante su segundo afio de vida, un triangulo rectangulo isdsceles crece en la
parte superior del tronco, de manera que la hipotenusa del tridangulo coincide con el lado
superior del cuadrado.

De los catetos de ese tridngulo emergen las dos primeras ramas, también de forma
cuadrada. Este patrdn de crecimiento se repite cada afio, como muestra la figura adjunta,
en la que se ha representado un arbol pitagorico de tres afios. Considera que el tronco (es
decir, el primer cuadrado) tiene 1 m de lado y calcula la altura del arbol a los 4 y a los 16
anos.
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SOLUCION

Aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar x

que es el lado del cuadrado del “afo siguiente”

l
P=x?+x’=>1P=2x’>x=—

V2

La diagonal del “cuadrado del afio siguiente” mide
lo mismo que la longitud del lado cuadrado del aio
como puede deducirse de la figura.

Del calculo anterior observamos que las longitudes
de los lados de los cuadrados siguen una

progresion geométrica de razon

1
r=—

V2

2
a’ + (L) = 2, como el lado del hexagono es igual al radio del circulo grande se tiene

Alir creciendo el arbol, observamos en la imagen que cada 2 afios crece la altura de un
cuadrado mas la diagonal de otro que mide lo mismo que el lado del primero. Ademas, cada

2 anos el crecimiento se reduce en un factor r =

-
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Con todos los resultados anteriores creamos la siguiente tabla

Ya tenemos la altura alcanzada al cuarto ano, para obtener la altura alcanzada al cabo de 16
afnos, tenemos en cuenta que cada 2 afios los crecimientos son los términos de una

Ano crecimiento en el ano Altura alcanzada
1° 1 lado del cuadrado 1
2° 1 diagonal del cuadrado 1+41=2
3° 1 1
— lado —
NG 2+ >
4° 1 1 1 2
— diagonal 24 —4+—==2+—
V2 V2 V2 2
o — .= =lado PRI
V2 V2 2 2 2 2 2
6° 1 5 2 1 2
— diagonal I T T =
> g > + > + > 3+ >

L4 ’ . , 1 -
progresion geometrica de razonr = 7Y tenemos que hallar la suma de los 8 primeros

términos (cada 2 afios es un término de la progresion)
La suma es de los n términos de una progresion geométrica es

18
_al(r"—1)_2[<ﬁ) _1]_30+15\/§
oor—-1 L _ 8
V2

Esta cantidad es la altura alcanzada por el arbol pitagorico al cabo de 16 afios.
También podria haberse hecho sin la formula, sumando los crecimientos cada dos afios

- 2 +2+ 2 +2+ 2 2 2 16V2+16+8V2+8+4V2+4+2V2+2
V2 2 242 4 4\/_ 8 8\/_ 82
_30V2+30  30+15V2

8v2 8
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